
ウェイク場、インピーダンスとロス

ファクター 

1. はじめに 

この講義ノートは加速器科学の初心者の人を対

象にインピーダンスとウェイク場の問題を解説

したものである。インピーダンスとウェイク場の

問題は今までにも OHO シリーズの中でたびたび

取り上げられていて[1、２]、加速器物理を勉強す

る人にとって必修科目である。この講義ノートの

内容の多くは OHO９６と０５[2]で講義者が書き

残した講義ノートに準拠していている。今回はビ

ーム不安定性の部分は別の講師が行うとのこと

で割愛した。一方、ロスファクターについては多

少加筆した。 
 インピーダンス、ウェイク場といった問題はさ

まざまな教科書（Zotter-Kheifets[3]、Chao[4]）
で説明され、比較的馴染み易い分野にもかかわら

ず、実際に加速器を取り巻くさまざまな装置に対

し応用しようとすると、なかなかうまくいかない

ことが多い。これはインピーダンスやウェイク場

は、誘起された電磁場をビーム不安定性理論に取

り込みやすいように加工したものであるが、肝心

の電磁場に対する直感的で電磁気学（RF）的な理

解がないと、インピーダンスの評価や機器の設計

が難しいからである。結局、マイクロ波工学を多

少勉強しないと空洞や導波管中の電磁場の様子

やその伝播の仕方がよくわからない。マイクロ波

工学の更なる解説は OHO84 を参照して下さい。 
 全体の構成は以下のとおりである。まず入門と

して空洞や導波管内での電磁波の様子について

勉強する。次にウェイクの説明に移り、そのフー

リエ展開としてインピーダンスを導入する。最後

にロスファクターについて簡単に説明をする。 

2. 空洞や円形導波管内での電磁場 

インピーダンスとウェイク場を勉強する前に、ま

ず導波管や空洞内に於ける電磁場とその伝播に

関する一般的な知識を学習しよう。 

2.1. 円形導波管内での電磁波 

後述するウェイク場を考える前に、ビームチェン

バーや空洞の中での電磁場の様子やその伝播に

ついて勉強する。円形加速器のビームチェンバー

や空洞などは円形の形をしていることが多く、ま

たそれらが円形対称性を持つと仮定する、あるい

は近似したほうが取り扱いが簡単になる場合が

多いので、ここでは円形の形をした導波管や空洞

のみを考える。境界条件が軸対称性をもつので、

円柱座標を使って電磁界を記述するのが便利で

ある。円形導波管を伝播する電磁波は TM 波（磁

界は横波であり、進行方向成分をもたない）と TE
波（電界は横波であり、進行方向成分をもたない）

がある。TE 波は、進行方向に傾きをもたないで

直進するビームとは相互作用しないので、円形加

速器のビーム不安定性理論ではあまり取り扱わ

ない。ここでは時間の都合でTM波だけを考える。 
時間方向と z 方向(進行方向)空間の一様性のた

めに、電場界は一般的に 
 

)exp()()( zitiErEE rz βωθθ −⋅⋅=       (2.1) 

 

と書ける。また軸回転方向θ に関しても、電磁界

の 円 形 導 波 管 一 周 に 渡 る 周 期 性

（ )()2( θπθ θθ EE =+ ）からフーリエ展開がで

き、その結果、 
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を得る。ここでｍは整数である。インデックスｍ

はこの電磁解の軸方向に関する周期性を表して

おり、モードと呼ばれている（m=0 はモノポール

（電磁界は軸対称）、m=1 はダイポール）。これ以

降は電磁場のｚ方向成分だけを考え、電磁界の記

号にもｚのインデックスを省略する。さて、θ=0
の原点をどこにとるかは任意なので、簡単のた

め、式（2.2）を 
 

)exp()cos()( zitimrEE
m

rm βωθ −⋅⋅= ∑
∞

−∞=

 (2.3) 



と書こう。この一般解をマックスウェル方程式に

入れると、 )(zErm に関する波動方程式を得る： 
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である。 
この方程式の解はベッセル関数で表わされる： 

 
)()( rkJrE cmrm = .                 (2.6) 

 
円形導波管の半径を a とすると、導波管の内壁で

は電解の接線成分はゼロになるので、 )(zErm は半

径 a でゼロになる。即ち、 
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つまり akc は m 次のベッセル関数のゼロ根であ

る。これによって変数β と周波数ω とが関係づけ

られる。m 次のベッセル関数のゼロ根は無限にあ

り、表１にその一部を示した。 
次数 m のベッセル関数の n 番目のゼロ根を

mnρ と書くとすると、 ak mnc /ρ= であるから、

境界条件を満たす電磁場のｍ次のモードのｚ方

向成分は 
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Table 1  m次のベッセル関数のゼロ根 mnρ 。 

      n  
m 

1 2 3 

0 2.40 5.52 8.65 
1 3.83 7.02 10.17 
2 5.14 8.42 11.62 

となる。 図１に 0zE (モノポールモード)の導波管

内径方向分布の一例を示した。式（2.5）から位相

定数β は 
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で与えられるので、 ak mn /ρ< の時はこの電磁界

は導波管中を伝播せず、ｚの方向に指数関数的に

減衰していく。つまり、電磁界の周波数が 
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以下のとき、式（2.8）で与えられる電磁波は導波

管を伝播しない。言い換えれば、周波数が cω 以下

の電磁波を円形導波管に入射することは出来な

い。これを遮断周波数（カットオフ周波数）と呼

ぶ。β の逆数は電磁波の導波管内での波長（管内

波長 gλ ）を与えるので、管内波長は 
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となる。遮断周波数で管内波長は無限大になる。 

 
 
Fig. 1  円形導波管内での TM01、 0zE  (モノポー

ルモード)の導波管内径方向分布。 
 
その他の電磁場解成分は以下のようになる： 

a

)( 010 a
rJ ρ



( )

( )

0

)exp()()cos(
)/(

)exp()(1)sin(
/

)exp()()cos(

)exp()(1)sin(
/

)exp()()cos(
)/(

'0

2
0

2

'

=

−−=

−−=

−=

−=

−−=

zm

mn
m

mn
m

mn
m

mn
rm

mn
mzm

mn
m

mn
m

mn
m

mn
rm

H

zitir
a

Jm
ay

iH

zitir
a

J
r

m
ay

m
iH

zitir
a

JmE

zitir
a

J
r

m
ay

miE

zitir
a

Jm
ay

iE

βω
ρ

θ
ωε

βω
ρ

θ
ωε

βω
ρ

θ

βω
ρ

θβ

βω
ρ

θβ

θ

θ

(2.12-17) 
 
ここで )(' xJm は )(xJm のｘに関する微分である。

この様に導波管内の電磁波は、進行方向成分の有

無とθ 方向の依存性を表すモード番号 m、径方向

の依存性を表すモード番号 nによって分類するこ

とができる。そこで磁場が進行方向成分を持たな

い TM 波はモード番号 m と n によって TMmnモ

ードと書くことにする。例として TM01モード（モ

ノポールモード）と TM11 モード（ダイポールモ

ード）の電磁界分布を図２に示す。 

2.2. 円形空洞内の電磁場 

次に、この円形導波管の両端に板を置いて短絡し

てみよう。この時は、電場の径方向と軸方向成分

が短絡した面で境界条件（＝完全導体との境界で

は電場の接線方向成分はゼロ）を満たさなくては

ならない。つまり、両端を短絡した導波管（空洞）

内では進行方向に完全な定在波ができる。以上の

条件は空洞での管内波長の 1/2 の整数倍が空洞の

長さ L と等しい時に満たされる。式（2.11）から 
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これによって空洞内の共振周波数が決まる： 
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整数 m,n,l は無限にあるので、空洞の半径 a と長

さ L が決まっても、空洞の共鳴モードは無数にあ

る。それらを TMmnlモードと呼ぶ。その幾つかの

例を図３に示した。

 

 
Fig. 2 円形導波管内の電磁界分布。（上）TM01モ

ード（モノポール）、（下）TM11モード（ダイポー

ル）。 

 

 
Fig. 3 円形空洞内の電磁界分布。（上）TM010モー

ド（モノポール）、（下）TM111 モード（ダイポー

ル）。 
 



実際に加速器で使用される空洞はもっと形状

が複雑であるが、最大の違いは空洞の両端が完全

に短絡した板があるのではなく、その中心に穴が

あいており（穴の半径を b としよう）、そこに円

形導波管が繋がっていることである（この円形導

波管の中をビームが通る）。その様子を図４に示

した。 
 

 
 
 
Fig. 4 円形空洞とその両端についた円形ビームチ

ェンバー（ピルボックス空洞）。 
 
この様に円形空洞の両端に円形ビームチェン

バーを繋げたものをのをピルボックス空洞と呼

ぼう（円形ビームチェンバーがなくてもピルボッ

クス空洞と呼ぶが）。さて、円形導波管が両端に

繋がっている時の共鳴モードを考えてみよう。前

章でこの円形導波管には式（2.10）で与えられる

遮断周波数（a を b に置き換える必要あり）があ

ることを学習した。つまり式（2.19）で与えられ

る空洞の TMmnl モードの共鳴周波数がこの遮断

周波数より低いときにのみ、このモードは空洞内

に留まる。言い換えれば、空洞の TMmnlモードの

共鳴周波数がこの遮断周波数より大きいときは、

そのモードは導波管を通じて外へ伝播していっ

てしまう。 
次に空洞内にトラップされた共鳴モードを考

えよう。このモードの周波数はビームチェンバー

の遮断周波数より低いので、空洞内にトラップさ

れているが、減衰する波として、その一部はビー

ムチェンバーの中にも存在する。モードの共振周

波数がビームチェンバーの遮断周波数と近い時

には、ビームチェンバーのかなり遠くまでモード

の一部が広がることもある。この電磁場の漏れの

ため、空洞の実効的な空間が広がったように見え

る。従って空洞内の共振周波数はビームチェンバ

ーがない時と比べて若干下がる。 
 

2.3. 空洞の並列共振回路モデル 

最後に空洞共振器を集中定数回路で表現しよう。

一般に集中定数回路における共振回路は LRC の

直列共振回路と LGC の並列共振回路が考えられ

るが、空洞共振器や加速器に於けるその他の多く

のインピーダンス源は並列共振回路でモデル化

されることが多い。図５は LGC の並列共振回路

の一例である。 

 
Fig. 5 空洞共振器と等価回路の LGC 並列共振回

路。 
 
並列共振回路では回路に流れる全電流は LGC そ

れぞれの回路要素を流れる電流の和に等しい。つ

まり、 
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ここで C はキャパシタンス（静電容量）、G はア

ドミッタンス（抵抗の逆数）、L はインダクタンス

である。電流と電圧がそれぞれ )exp(ˆ)( tiItI ω= 、

)exp(ˆ)( tiVtV ω= の様に振動していると仮定す

ると、式（2.20）は 
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と書け、ここで 
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であり、Y をアドミッタンスと言う。並列共振回

路のインピーダンスは Y の逆数である： 
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このインピーダンスを空洞の特性を表す３つの

パラメーターで表現すると以下の様になる： 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

=

R

R

s

iQ

R
Z

ω
ω

ω
ω

ω
1

)( .      (2.24) 

 
ここで Rω は共振周波数 
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Q はクオリティファクター或は Q 値 
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sR はシャントインピーダンス 
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である。空洞の特性を評価する時によく使われる

QRs / は 
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で与えられ、G によらない。 

以上で空洞共振器を並列共振回路でモデル化

した。次に実際にビームが空洞を通過した時に、

LGC 回路のそれぞれの要素は空洞で起こる何に

対応しているか考えよう。図６にその対応を示し

た。ビーム電流 bI を持ったビームが空洞を通過す

ると、電磁誘導によって空洞内の磁場の変化を妨

げる向き、つまりビームの進行方向と逆向きに誘

導起電力が生じ、空洞のインダクタンスに比例す

る鏡像電流 LI が空洞の表面に流れる。空洞の材質

に抵抗があると、更に起電力が生じ、 RI の電流が

ビーム電流の向きと逆向き流れる。空洞のギャッ

プ間には電荷がたまるため、変位電流 CI が流れ

る。 

 
Fig. 6 ビームが空洞共振器を通過したときに誘起

される電流の様子。 
 
以上を総合すると、電荷の保存則から 
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が得られる。この式を回路に誘導される起電力 V
の式として書き換えると 
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となる。ここでアドミッタンス Y を 
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と定義するとアドミッタンスは式（2.22）で表さ

れ、その逆数である空洞のインピーダンスも式

（2.24）で表される。 

 
RL II +  
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bI  



3. ウェイク場 

さて、いよいよビームとそれを取り巻く構造体と

の間の電磁的相互作用の問題に移ろう。相互作用

の結果出来る電磁場をウェイク場と呼ぶ。 ま

ず、どうしてウェイク場ができるのかを考えてみ

よう。 

3.1. ウェイク場 

完全導体で出来た真っ直ぐなチェンバーの中心

を光速で直進する粒子を考える。チェンバーの外

側で電磁場がゼロになる様にチェンバーの内側

の表面上に鏡像電流が誘起され、粒子との間に電

磁場の雲ができる。そして全体がそのまま光速で

前方に移動していく。境界の効果はこの鏡像電流

によって置き換えることができるので、以下境界

の存在をわすれてもかまわない。さて、チェンバ

ーの先で口径が急に広がっているとしよう（図７

参照）。 粒子はそのまま直進するが鏡像電流は

パイプに沿ってその軌道が曲げられるだろう。そ

の時、鏡像電流はシンクロトロン放射を出す。こ

れがウェイク場である。広がったチェンバーの替

りにチェンバーの材質が電気伝導率有限の物質

になっていたとしよう。 鏡像電流は急に減速さ

れ、前方に制動輻射を出す。 これもウェイク場

である。つまりウェイク場とは鏡像電流の軌道が

曲げられた時、或は加速、減速された時（つまり、

横方向か縦方向に加速が加わった時）に鏡像電流

が出す輻射なのである。では輻射のエネルギーは

どこから来るのか。もちろん最終的には粒子から

である。輻射場、粒子、そして鏡像電流と粒子間

の電磁場、この３つの間でエネルギーのやり取り

がなされる。こうして、ウェイク場を鏡像電流が

出す輻射と考えると、その軌道を考察すること

で、どこでウェイク場が作られ易いかが直感的に

理解できる。 

 
 

Fig. 7 鏡像電流によるウェイク場の発生。 

 
ウェイク場は境界条件付きでマックスウェル

方程式を解くことによって求められる。 しかし

これは大変な作業であり、ビーム不安定性とイン

ピーダンスの問題を検討するときに最も多くの

時間はここに費やされる。 解析的に計算できる

場合は極めて限られていて、円形のチェンバーが

小さく波打っている場合や、真っ直ぐなチェンバ

ーが非完全導体でできている場合などだけであ

る。 殆どの場合、ABCI [5]や MAFIA [6]などの

計算機コードを使って計算する。 
 

3.2. ウェイクポテンシャル 

 
さて、粒子の作るウェイク場が計算できたとしよ

う。今度はそのウェイク場が粒子の（ウェイク場

を作った粒子だけでなく、周りの他の粒子も含め

て）運動にどう影響を与えるかを考えてみよう。 

これはビーム不安定性の解析をする際の重要な

インプットになるので、解析に便利な様に結果を

うまくパラメーター化しておく必要がある。  
粒子の運動方程式を書くためには、ウェイク場

が引き起こす粒子の運動量の変化を知らなけれ

ばならない。粒子がウェイク場の雲の中を通過す

る間に起きる軌道変化が十分に小さければ、ウェ

イク場による粒子の運動量変化の総量を知れば

充分である。 
議論を簡単にするために、ウェイク場は軸対象

構造体の中で出来るとする。対称性から電磁場は



軸の周りの角度θに関して θmcos の形にフーリ

エ展開できる。次数の低い順に  モノポール

(m=0)、ダイポール (m=1)と呼ぶ。殆どの場合、

問題となるビーム不安定性はこの２つの成分を

考慮すれば充分である。 さて、上手な解析の第

一歩はウェイク場を誘起する粒子の集まり（これ

を誘導ビームと呼ぶ）をどう用意するかにある。

単純に針の様なビームを用意し、それが軸対象構

造体の軸からずれたとして話を展開すると、モノ

ポールやダイポールだけではなく、全ての高次の

モードを一編に考えていかなくてはならない。こ

れでは都合が悪いので、誘導ビームとして

θmcos の電荷分布をもったリングを考える（図

８参照）。リングの半径を 0r とし、リングの中心

は構造体の軸上を走る。 そうすると次数 m の電

磁場を考えるときは θmcos の電荷分布をもった

リングを用意すればよく、違う次数の電磁場の計

算には別のリングを用意して別々に行えばよい。 

しかも、リングの電流密度を、電荷qの点電荷が

0=θ の方向に 0r のオフセットを持った時と同じ

モーメントを持つ様に選んでおくと後で都合が

良い： 
 

θδδ
δπ

λ mrrctz
r
qc

m

cos)()(
)1( 0

00

−−
+

= . 

(3.1) 
 
ここで cは光速度であり、 0mδ はクロネッカーの

デルタである。 
次にこのウェイク場から力を感じる別の粒子

（試験粒子）を考える（図８を参照）。 この粒子

は同じバンチの中で誘導ビームを構成する粒子

群と一緒に（軸と平行に）動いてる粒子を念頭に

おいている。２つの軸方向における相対的位置が

ウェイク場を通過中にあまり変わらないとして、

誘導ビームが軸方向の位置 zにいる時に試験粒子

は誘導ビームの後方 s のところを走っているとし

よう。 試験粒子は軸からrだけ離れた所を走る

とする。この試験粒子が時間 t の時、軸方向の位

置 zで受ける縦方向、横方向（径方向）のローレ

ンツ力を LF , TF とする： 

θmeEF zL cos= ,        (3.2) 
 

rrF ⋅≡⋅⋅−= θθθ mFmBcEe TrT coscos)( . 

(3.3) 
 

 
 
Fig. 8  リング状の誘導ビームと試験粒子との位

置関係。 
       
ここで、 r は放射方向の単位ベクトルであり、

zE 、 rE と θB はそれぞれ 0=θ での電場と磁場の

軸方向、径方向と角度方向の成分である。試験粒

子がウェイク場の雲を通過中に受ける運動量変

化の総量は試験粒子に乗った系で受ける力を積

分すれば求まる： 
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ここでは証明を省くが、マックスウェル方程式

を変換すると、以上の様に定義された )(sWLm と

)(sWTm は誘導ビームの半径や試験粒子が構造体

0rr 

e 

s 

b 

q 



のどこを走っているかによらないことが分かる

（つまり運動量変化の 0r やr依存性は式（3.4）と

（3.5）に明確に表現されている）[4]。従って、関

数 )(sWLm と )(sWTm は構造体の形状によって一

意的に決まる関数で、これをウェイクポテンシャ

ルと言う。 誘導ビームは光速で走っていると仮

定すると（これは陽子ビームでは当てはまらない

時もあるが）、ウェイクポテンシャルは誘導ビー

ムの前方でゼロになる： 
 

0)()( == sWsW TmLm  )0( <s .     (3.6) 

 
試験粒子の運動量変化の式（3.4)と(3.5)をもう

少し詳細に調べて見よう。 
 

 モノポール場（m=0） 
 
この時、当然のことながら対称性から横方向の

ウェイクポテンシャルはゼロである。さて、式

（3.4）から試験粒子の運動量変化は誘導ビームの

リングの半径にも、また試験粒子の位置にもよら

ない。結局、 
 → 試験粒子の運動量変化は誘導ビームと試験

粒子の相対距離だけの関数である。 
 

 ダイポール場 （m=1) 
 
式（3.5）から、運動量変化は誘導ビームのリン

グの半径に比例するが、自分自身の構造体の軸か

らのオフセットの量とその向きにはよらない。 

一方、 θmcos の電荷分布をもったリングはその

電流密度の選択より、構造体の軸から 0=θ の方

向に 0r だけオフセットをもった電荷 qのビームと

同じモーメントを持っている。結局、 
 → 試験粒子の運動量変化の大きさは誘導ビ

ームのオフセットに比例する。その向きは

)(sWTm が正（負）ならば、誘導ビームのオフセ

ットの向き（逆向き）と同じである。 

3.3. Panofsky-Wenzel theorem 

さて、縦方向と横方向のウェイクポテンシャル

)(sWLm と )(sWTm との間には Panofsky-Wenzel 

theorem と呼ばれる関係がある[7]： 
 

)()(
0

sdsWsW
s

LmTm ∫= .               (3.7) 

 
この関係はこのままでは殆ど役にたたない。なぜ

なら次数 m の )(sWLm を計算できるほどに電磁場

解が解かっているならば、同じ次数の )(sWTm も

直接、定義に従って計算できるはずで、

Panofsky-Wenzel theorem に頼る必要はないから

である。この関係はむしろモノポール場での

)(0 sWL が計算できるが、ダイポール場の )(1 sWT

の計算が困難な場合や、ダイポール場の )(1 sWT の

直接の計算を端折りたいときに、モノポール場の

)(0 sWL からダイポール場の )(1 sWT を近似的に求

めるときに用いられる。よく使われる近似式は 
 

)(2)(
0

021 sdsW
b

sW
s

LT ∫≈       (3.8) 

 
で、ここでbはビームチェンバーの内径である。 
 

3.4. ウェイクポテンシャルの振る舞い 

さて、 Panofsky-Wenzel theorem (3.7)と式（3.6)
より横方向のウェイクポテンシャルは原点では

ゼロであることがわかる： 
 

0)0( =TmW .               (3.9) 

 
一方、縦方向のウェイクポテンシャルの原点近

傍での振る舞いはどうであろうか。エネルギーの

保存法則から誘導ビームの作ったウェイク場が

持つエネルギーは、誘導ビームのエネルギーによ

って補われなければならない。従って誘導ビーム

はウェイク場によって減速される力を受ける筈

である。つまり、 



0)(lim 00 >+→ sWLs .       (3.10) 

 
さてε を微小な量とすると、位置 ε−=s ではウェ

イクポテンシャル )(0 sWL はゼロであり ε=s で

は )(0 εLW の値を持っているとして、 ε−=s と

ε=s の間でウェイクポテンシャルを直線で繋ぐ

と、 0=s ではウェイクポテンシャルは 2/)(0 εLW
の値をもつことがわかる： 
 

2
)(

)0( 0
0

εL
L

W
W = .       (3.11) 

 
つまり、誘導ビームはそのすぐ後ろの試験粒子が

受ける減速力の半分の力を受ける。これを

“Fundamental theorem of beam loading”[8]と呼

ぶ。 以上の結果をまとめると、縦方向と横方向

のウェイクポテンシャルは一般的に図９でスケ

ッチした様に振る舞う。 
 

 
 
Fig. 9 一般的な縦方向と横方向のウェイクポテ

ンシャルのスケッチ。 
 
さて、誘導ビームが進行方向に薄いリングのよ

うな形状をしている時に、誘導ビームは自分が作

った縦方向のウェイク場を感じることができる

のに、どうして横方向の場合はそれができないの

かを考えてみよう。 簡単のために誘導ビームの

半径はビームチェンバーのそれと等しいと仮定

し、ウェイク場は図８に示したような空洞で出来

るとしよう。 また、縦方向の代表としてモノポ

ール場を、横方向の代表としてダイポール場を考

える。 この章の第２節で説明した様に、ウェイ

ク場は導体の表面を走る鏡像電流からの輻射に

よって作られる。この輻射は当然前方にでるの

で、長い距離を走る内に誘導ビームに追い付くこ

とができる。このことは縦方向と横方向の場合で

変わらない。それではなぜ横方向の場合、誘導ビ

ームは自分が作るウェイク場から力を受けない

のか。その鍵は鏡像電流の流れ方の違いにある。

縦方向の場合、鏡像電流はビームチェンバー上を

軸対称的に流れるが、横方向の場合、鏡像電流の

向きが上下で（ 0=θ と πθ = とで）逆転してい

て、違った角度にある鏡像電流からの輻射の差が

横方向のローレンツ力を作っている。従って、例

えば 0=θ の軌道を走る試験粒子は 0=θ で発せ

られた輻射のみならず、他の部位（例えば πθ = ）

で発せられた輻射がビームチェンバー上を斜め

に走ってきて追い付いて始めて横方向のローレ

ンツ力を感じるのである。この場合、 0=θ 以外

での輻射の軌道は誘導ビームのそれより長くな

るため誘導ビームに追い付くことはできない。つ

まり、誘導ビームは自分が作った横方向ウェイク

場を感じないのである。 
最後に指摘しておきたいのは、ウェイクポテン

シャルを定義、導入する過程で、誘導ビームも試

験粒子も光速で移動していると仮定したことで

ある。低エネルギー（１，２GeV 以下）の陽子ビ

ームの場合、この仮定はあまりよい近似とはいえ

ない。しかし、この章で述べたウェイクポテンシ

ャルの性質の多くはこの仮定の上で成り立つ。ま

た、次章で説明するインピーダンスが、構造体の

性質で決まり、ビームのパラメーターによらない

ためにもこの仮定は必要である。この辺りで多少

の不整合が存在するが、理論全体をすっきりさせ

るために、必要な仮定（近似）である。 

s 

)(sWTm  

s 

)(sWLm  



4. インピーダンス 

4.1. インピーダンスの定義 

前章で求めたウェイクポテンシャルは、ビームの

振る舞いを時間領域で調べるのに都合が良く、ト

ラッキング等を行う時に便利である。 しかしビ

ームの振る舞いを解析的に調べようとすると、周

波数領域で議論した方が簡単で都合が良いこと

が多い。 そこでインピーダンスという量を、第

２章で学習した電気回路や RF での定義に沿うよ

うに定義しよう。以下、説明の簡略化のためにモ

ノポール場での縦方向インピーダンスとダイポ

ール場での横方向インピーダンスの場合に議論

を限る。 実用上、これで十分である。 
 縦方向の電流分布 )(τI を持った誘導ビームを

考える(図１０参照)。ビームの横方向分布は任意

でよいが、ビーム重心はチェンバーの軸から 0r の

オフセットを持つとする。 この電流のフーリエ

変換 )(ωI を以下の様に定義する。： 
 

∫
∞

∞−

= )exp()(
2
1)( ωτττ
π

ω iIdI .            (4.1) 

 
このビームの先端から距離 s だけ遅れて走る試験

粒子を考える。この粒子がウェイク場から受ける

軸方向電場の積分値（つまり電圧）は 
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c
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             (4.2) 

 
で与えられる。この電圧をフーリエ変換して周波

数の関数としたものを )(ωV とする： 
 

)exp()(
2
1)( ∫

∞

∞−

=
c
sisV

c
dsV ω

π
ω .          (4.3) 

 
電圧、電流のフーリエ変換が定義されたので、こ

れらを使って縦方向インピーダンス )(ωLZ を以

下の式で定義する： 

)()()( ωωω IZV L−= .        (4.4) 
 
ここで、インピーダンスの前に負の符号をつけた

のは電圧 V を直接作っているのは鏡像電流であ

り、それは-I で与えられるからである（章 2.3 の

図６を思い出そう）。 
 

 
 

Fig. 10 縦方向の電流分布 )(τI を持った誘導ビー

ムとその先端から距離 s だけ遅れて走る試験粒

子。 
 
ダイポール場での横方向インピーダンスも同

様に定義できる： 
 

)()()( 0 ωωω IriZV TT ⋅= .              (4.5) 

 
ここで )(0 ωIr は横方向ダイポール電流のフーリ

エ変換である。定義（4.5）に虚数 i を導入したの

は、横方向電圧の位相が電流の位相より 90 度ず

れることが多いのを考慮してあるからである。 
 さて、誘導ビームとして特別に、光速で移動す

る電荷 q、半径 0r のリング(i.e., )()( τδτ qI = )を

考えると、インピーダンスとウェイクポテンシャ

ルとの間の関係が導き出せる。この場合、試験粒

子が受ける電圧は、式（3.4）を使って 
 

)()( 0 sqWsV L−=         (4.6) 

 
となる。つまりウェイクポテンシャルその物であ

る。この電圧のフーリエ変換は 
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)exp()(
2

)( 0∫
∞

∞−

−=
c
sisW

c
dsqV L ω

π
ω       (4.7) 

 
となる。また電流のフーリエ変換は 
 

π
ωτττ

π
ω

2
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2
1)( qiIdI == ∫

∞
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.      (4.8) 

  
で与えられる。式（4.4）、（4.7）、（4.8）から、

)(ωLZ は縦方向ウェイクポテンシャル )(0 sWL の

フーリエ変換に等しいことが分かる： 
 

)exp()()( 0∫
∞

∞−

=
c
sisW

c
dsZ LL ωω .        (4.9) 

 
同様に、横方向インピーダンスと横方向ウェイク

ポテンシャルとは 
 

)exp()(1)( 1∫
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c
sisW

c
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i
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の関係がある。 

ここで注意する必要があるのは、インピーダン

スの定義は式（4.4）と（4.5）であって、式（4.9）
と（4.10）はインピーダンスとウェイクポテンシ

ャルの間の関係を示しているにすぎない。つま

り、インピーダンスはウェイクポテンシャルを知

らなくてもその定義から独立に計算できる。むし

ろインピーダンスを求めて、それからウェイクポ

テンシャルを関係（4.9）及び（4.10）の逆変換を

使って計算することはよくある。次の節でそれら

の例を幾つか上げる。 

4.2. インピーダンスの性質 

その前にビーム不安定性を考える時に役立つ大

事な指摘をしておく。周波数ωが正と負の領域で

のインピーダンスの間にはウェイクポテンシャ

ルが実数であるために、次の関係がある： 
 

)()( * ωω LL ZZ =− ,       (4.11) 

)()( * ωω TT ZZ −=− .       (4.12) 
 
縦方向の場合、インピーダンスに周波数を掛けた

り割ったりしたものがビーム不安定性の公式に

現れることが多いので、実際には横方向と同じポ

ーラリティを持つと考えた方が都合が良い。 図

１１に典型的なインピーダンスとして空洞型イ

ンピーダンスを例にとり、その周波数依存性を概

念的に示した。 
第３章で学習した Panofsky-Wenzel theorem を

インピーダンスで表すと 
 

)()( ω
ω

ω LmTm ZcZ =              (4.13) 

 
となる。また同じ章で、m=0 の縦方向ウェイクポ

テンシャルと m=1 の横方向ウェイクポテンシャ

ルを関係づける便利な近似式（3.8）を披露した。

この近似式に対応して、それぞれのインピーダン

ス間の関係も次の式で近似できる： 
 

ω
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T
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この近似式はかなり広く使われている。 
 

 
Fig. 11 縦方向（ ω/LZ ）と横方向（ TZ ）インピ

ーダンスの概念図。 
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4.3. インピーダンスの種類 

さて、インピーダンスにはどんな種類があるのだ

ろう。典型的な縦方向インピーダンスを書いてみ

ると 
 

ω
ωω c

WL
R

RRLiZ +++−= Ω +...     (4.15) 

 
ここで第１項はインダクタンス、第２項は

resistive-wall インピーダンスと呼ばれ、ビームチ

ェンバーが電気伝導率有限の物質でできている

時に生じるインピーダンス、第３項は純粋な抵

抗、そして最後の項は加速空洞の全インピーダン

スの高周波成分である。第１項で Lが負の時、加

速器ではキャパシタンスと呼んでいる（本当のキ

ャパシタンスは i/(ωC)の周波数依存性を持つはず

であるが）。もう一つ重要なインピーダンスにロ

ーレンツ型インピーダンスがある。第２章の並列

共振回路の講義で学習した様に、加速空洞のイン

ピーダンスはこの形で書ける： 
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ここで LR と TR は縦方向と横方向のカップリン

グインピーダンス、QはＱ値で Rω は共振周波数

である。 
これら代表的なインピーダンスに対応するウ

ェイクポテンシャルは、式（4.9）と(4.10)の逆変

換をすれば求まる。ここではインダクタンス、純

粋な抵抗とローレンツ型インピーダンスのウェ

イクポテンシャルを列記するに留めよう： 
 
 
 

1) インダクタンス: 
 

)/()(0 cs
ds
dLcsWL δ= .          (4.18) 

  
2) 純粋な抵抗 
 

)/()(0 csRsWL δ= .                    (4.19) 

  
3) ローレンツ型(共振空洞)インピーダンス 
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ここで, 
 

)2/( QRωα = ,        (4.22) 
 

22' αωω −= R        (4.23) 

 
である。 
以上の様な形式的な説明では、インピーダンス

の種類とその名前はわかっても、実際にどういっ

た構造体がどういうインピーダンスを作るかは

よくわからない。そこでいくつかの重要なインピ

ーダンスを簡単に求めてみよう。 
 

4.4. インダクタンス 

まずインダクタンスの説明から始めよう。ビーム

チェンバー上に図１２で示した様な小さな空洞



のような構造体があり、このビームチェンバーの

中心軸上をビームが通過するとする。 
 

 
Fig. 12 小さな空洞の作るインダクタンス。 

 
ビームと一緒に走る電磁場の中で、電場はビー

ムチェンバーの近傍では殆どゼロであるから、空

洞の中では磁場だけを考えればよい。今知りたい

のはギャップ間に立つ電場 sE である。そこで点

線で示した積分路を考える。 この積分路にそっ

て電場の積分を行うと、それは空洞内の磁場の時

間変化の反対符号に等しい（ファラデーの法則）： 
 

SBlE d
t
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ビームチェンバーが完全導体で出来ているとす

ると( 0=wE )、左辺はギャップ間電圧そのもので

ある： 
 

∫=
gap

s dsEV .                 (4.25) 

 
さて問題は右辺である。ビーム電流を I とし、

)exp( tiω−  の様に時間変化するとする。 すると

空洞内の磁場は（ギャップの深さはパイプの半径

に対し充分小さいとして、磁場が一定と見なせる

と仮定） 
 

b
IB

π
μ

θ 2
0=               (4.26) 

 
で与えられる。すると式（4.24）の右辺は 
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となる。ここで 0μ は真空の透磁率である。式

（4.25）、（4.26）、（4.27）よりギャップ間電圧が求

まる： 
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インピーダンスの定義よりこの小さな空洞が作

るインピーダンスは以下の式で与えられる： 
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これはインダクタンスである。ここで 00 μcZ = は

真空のインピーダンス（=120πΩ)である。 円形

加速器では、ビームは円形加速器の回転周波数の

整数倍の周波数でしかインピーダンスを誘起し

ない。従ってこのインピーダンスを、 0ωω n= （ 0ω
は円形加速器の回転周波数、nは整数）を使って

次の様に書く： 
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ここでβ は粒子の速度を光速で割った量であり、

Rは円形加速器の平均半径である。この結果はギ

ャップ間電圧が空洞内に立つ磁場の誘導起電力

によることを考えれば（つまりギャップはコイル

の役割をする）容易に理解できる。バンチが長い

陽子ビームでは殆どの構造体はこの様にインダ

クタンスに見える。 
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4.5. Resistive-wall インピーダンス 

次にこの空洞の中が電気伝導率が大きいが有限

である物質で満たされているとしよう。 この場

合、電磁場はスキンデプス以上にはこの物質の中

に入っていかない。ここでスキンデプスは 
 

0

2
ωμ
ρ

δ c
s =         (4.31) 

 
で与えられる（ cc σρ /1= は体積抵抗率）。従って

空洞の深さがスキンデプス以上であれば、結果は

空洞の深さによらないはずである。そこで、いっ

そ空洞の深さをスキンデプスにとってしまおう。 
  

sh δ=          (4.32) 

 
空洞の中が電気伝導率有限の物質で満たされて

いる効果は、式（4.24）の左辺（電場の線積分）

に現れる。図１２で示した積分路のうち、空洞の

両端の壁を径方向に走る電場は対称性からゼロ

である（電場は径方向を向いている)。従って空洞

の奥の内壁で進行方向の成分を持つ電場 wE の寄

与だけを考えれば良い。この電場を正確に求める

のは実は簡単でなく、Leontovich 条件と呼ばれる

関係が電場 wE と磁場は θH の間にあることを使

って求める： 
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ここで表面インピーダンス 
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は複素誘電率 
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によって定義されている。ここで cc ρσ /1= は導

体の電気伝導率である。電気伝導率が十分大きい

と仮定すると( ωεσ 0>>c )、表面インピーダンス

は以下の式で近似できる： 
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この式を Leontovich 条件（4.33）に入れて、磁

場を θB で表すと、変換の末、 

 

θδω BiE sw )1(
2
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が求まる。この電場の寄与を式（4.24）の左辺に

足して前節と同じ様に式を展開すると（ sh δ= と

設定したことを忘れないで）、ギャップ間電圧が

次の様に求まる： 
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インピーダンスは定義から 
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となる。 前節同様にこのインピーダンスを円形

加 速 器 の 回 転 周 波 数 の 整 数 倍 の 周 波 数

（ 0ωω n= ）での形に書き換えると、次のように

なる： 
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これが縦方向の resistive-wall インピーダンス

[9]である。 ビームチェンバーが非完全導体でで

きているときのインピーダンスを与える。 
横方向の resistive-wall インピーダンスは縦

方向の resistive-wall インピーダンスから式

（4.14）を使って以下の様に求まる： 
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)1(

b
g

iZZ s
T π

δ
−= .             (4.41) 

 
ωδ /1∝s の周波数依存性のために、横方向の

resistive-wall インピーダンスは低周波で急激

に増大する。そのため、大電流陽子加速器では横

方向の resistive-wall インピーダンスが最も深

刻な横方向インピーダンスになることが多い。 
さて、縦方向の resistive-wall インピーダン

スの式（4.39）の物理的意味合いを考えて見よう。 

第１項、インピーダンスの実部は抵抗を表してい

るが、これは次の様にしても求まる。この空洞は

図１３の様な体積抵抗率 cρ の円筒のパイプ（半径

b、厚さ sδ 、長さ g）と考えてよく、その電気回

路的な抵抗値は下の式で与えられる： 
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この中で sc δρ / は次の様に変換できる： 
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従って、式（4.42）は以下の様に書き換えること

ができる： 
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これは式（4.39）の第１項と同じである。つまり、

式（4.39）の第１項はこの物質の抵抗そのものな

のである。次に式（4.39）第２項を見てみよう。

この項はインダクタンスを与えている。この項を

導出するために図１３の円筒形パイプの両端に

内径bの完全導体のビームチェンバーに繋がって

いると考えよう。また円筒形パイプの外側は完全

導体で囲まれているとする（電磁場はスキンデプ

ス以上に入らないので外側の完全導体の効果は

ない）。その断面の様子を図１４に示した。する

と非完全導体の円筒形パイプは一種の空洞を構

成する。磁場はこの空洞内部で指数関数的に減衰

するから、空洞の外半径での磁場をゼロと近似す

ると、実効的な磁場は内部が真空の時の磁場

（4.26）の約半分ぐらいになる： 
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後は前節のインダクタンス計算の手順通りに式

を展開すればよく、結局インピーダンスの虚部は

式（4.27）で sh δ= と置き、全体を２で割った量

で与えられる： 
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実部（4.44）と虚部（4.46）を合わせると式（4.39）
になる。 
 

 
Fig. 13  Resistive-wall インピーダンス計算の

ために想定する円筒形パイプ。 
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Fig. 14 非完全導体の円筒形パイプが構成する空

洞。 
 
実は、ここで求められた resistive-wall インピ

ーダンスの公式はスキンデプスがチェンバーの

壁の厚みより小さい高周波の領域でしか有効で

はない。スキンデプスがチェンバーの壁の厚みよ

り大きい低周波の領域を含めた正しい取り扱い

については参考文献[10]を参照されたい。 

4.6. 縦方向スペースチャージインピーダンス 

最後に縦方向のスページチャージ（これを空間電

荷とも呼ぶ）インピーダンスを求めよう[11]。 ビ

ーム内の粒子は他の粒子からクーロン反発力を

受ける。縦方向（進行方向）には、前方の粒子は

バンチの中心から前方に押し出される様な力を

受け、後方の粒子は後方に押し戻される。この力

はインダクタンスの効果と逆の方向である。求め

方はインダクタンスの場合と似ている。ビームチ

ェンバーは完全導体で出来ているとして、その半

径を b とする。積分路は図１５のようにビームの

中心軸を沿って走るものを考える。ビームチェン

バー表面上の接線方向電場 wE は境界条件よりゼ

ロである。インダクタンスの場合との違いは積分

路がビームの内部まで入っているので、ビームが

在る時のビームチェンバー内の電磁場をちゃん

と求めておく必要があることである。 また電場

の径方向成分も自由空間上なのでゼロではなく、

結果に大きく寄与する。また、結果はビームの横

方向分布に依存する。 簡単のため、ビームは円

筒形をしていて、粒子は横方向に一様に分布して

いると仮定しよう。後で参考のためパラボラ分布

の時の結果も記す。 

 
 
Fig. 15 縦方向スページチャージ（空間電荷）イ

ンピーダンス計算のための積分路の取り方。 
 
さて、円筒形ビームの半径をaとし、ビームの進

行方向線密度をλとした時に、横方向の電磁場は 
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で与えられる。 ここで、 0ε は真空の誘電率を、

cβ は粒子の速度を表す。 インダクタンスの場

合と同様に図１５で示された積分路にそって電

場の積分を行うと、それは空洞内の磁場の時間変

化の反対符号に等しい（ファラデーの法則）： 
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まずこの式の左辺から片付けよう。ビームチェン

バーが完全導体で出来ているとすると 0=wE で

ある。位置 ss Δ+ と sでの電場の径方向の積分を

式（4.47）を使って実行すると、式（4.49）の左

辺は以下の様になる： 
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式（4.49）の右辺も同様に計算でき、 
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となる。ここで、式（4.50）と（4.51）を式（4.49）
に挿入し、関係式 
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を使って全体を書き改めると以下の式を得る： 
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ここで 
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の関係式を使った。加速器リング一周に渡る電圧

は式（4.53）の両辺に Rπ2 をかけることで得られ

る。ビーム電流 I は 
 

λβceI =         (4.56) 
 
で与えられので、更にジオメトリカルファクター 
 

a
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を導入して式(4.53)を書き改めると、 
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となる。電流 I の位置 s 依存性を 
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として、式（4.58）に入れ整理すると、以下の式

を得る： 
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従って、縦方向のスページチャージインピーダン

スは定義から以下の式で与えられる： 
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ジオメトリカルファクターはビームの横方向

の分布関数によって変わる。以下の関数で与えら

れるパラボラビームの場合、 
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ジオメトリカルファクターは 
 

a
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となる。  
式（4.61）をよく見ると縦方向のスページチャ

ージインピーダンスはインダクタンスと逆の符

号を持っていることに気がつくだろう（つまり、

キャパシタンスの様に働く）。また
2γ ファクター

のため高エネルギーでは効かなくなることもわ

かる。 このファクターは電場と磁場の寄与が高

エネルギーでは打ち消し合うために起こる（電場

は押し出そうとし、磁場は押し戻そうとする）。 
横方向のスページチャージインピーダンスは

結果だけを書くに留める： 
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4.7. 穴やスロットのインピーダンス 

インピーダンスの最後の例として、穴やスロット

のインピーダンスを学習しよう。加速器のビーム

チェンバーには真空を引くための穴や、フィンガ

ー形式のベローなど、さまざまな理由でさまざま

な形状の穴があいている。これらは殆ど小さなイ

ンダクタンスを作るが、穴の数が膨大になり、総

量ではその効果を無視できなくなることがある。

穴のインピーダンスは、加速器では教科書にもあ

まり記述のない、一見馴染みのない分野に見える

が、ジャクソンの教科書やベーテの論文にも載っ

ている電磁気学ではきわめて古典的な問題であ

る。穴のインピーダンスの定式化には、以前学習

した小さな空洞のインピーダンスなども含めて、

ビームチェンバー上の摂動(突起物、溝、穴など)
が古典電磁気学でどう処理されるかの面白い考

察がある。これを学習することは、インピーダン

スの生成のメカニズムを理解する上で重要であ

る。 

4.7.1. 小さな空洞の作る電磁気ダイポール 

まず、小さな空洞が作るインダクタンスを別の観

点から考え直そう[12]。図１２の様な小さな空洞

を考える。ビーム電流はこの空洞の中に 
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で与えられる磁場を作り、この磁場は空洞の中を

トロイダルの様に回転する磁束を作る： 
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ここで積分は図１２で示された様に空洞の断面

に渡っての面積分である。空洞が十分小さければ

磁束は 
 

SBm θ≈Φ         (4.67) 

 
で近似できる。ここで 
 

ghS =         (4.68) 
 
はこの空洞の断面の面積である。ファラディーの

法則から、この磁束の時間変化は電磁誘導によっ

て起電力を作る： 
 

miV Φ= ω .        (4.69) 

 
一方、磁束 mΦ がある時の磁極の大きさは

0/ μmΦ であるから、空洞一周の磁気ダイポール

モーメント M は 
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M
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となる(図１６参照)。更に単位長さ当りの磁気ダ

イポールモーメントは 
 

02 μπ
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で与えられる。つまり、空洞の近くに磁場 θH が

あると式（4.71）で与えられる磁気分極が起きる



わけである。そこで磁気分極率を以下の様に定義

すると、 
 

)(bHm m θα= ,       (4.72) 

 
磁気分極率は式（4.71）から 
 

( ))(0 bH
m

m
θμ

α
Φ

=        (4.73) 

 
で求められる。因みに、小さな空洞の場合、これ

は面積 S と一致する： 
 

ghSm ==α .        (4.74) 

 
式（4.65）、（4.69）と（4.73）より、この磁気分

極が作る縦方向インピーダンスは 
 

bc
Z

i
I
VZ m

mL π
α

ω
2

0
)( −=−=       (4.75) 

 
で与えられる。結局この式は以前求めた式（4.29）
と同じであるが、考え方が微妙に違う。以前は空

洞内にビーム電流が作った磁場が進入し、その磁

場の時間的変化が電磁誘導によって空洞のギャ

ップ間に起電力を作り、それがインピーダンスを

作ると考えた。今回は空洞の近傍に磁場をかけた

ときに、その磁場が空洞内に磁気分極を引き起こ

し、その磁気分極場の中を試験粒子が走るときに

力を受けて、それがインピーダンスになると考え

ている。空洞の場合は軸対象構造体であるから、

内部の磁場は軸方向に一様で簡単に求まり、その

磁場のインピーダンスへの寄与も簡単に計算で

きる。パイプ上の穴の場合、軸方向に局所的な磁

場を作るので、こういった方法は使えない。しか

し、この節で紹介した方法を使うと、ビームチェ

ンバーの形状に摂動がある時にどういう磁気分

極が起きるかが分かればインピーダンスは計算

できる。磁気分極率 mα を摂動法を使って求めら

れる場合はこの方法が適している。 
 

 
Fig. 16 空洞一周の磁気モーメント M。 

 
以上に述べたトロイダル中の磁場が作る磁気

ダイポールモーメントの他に、ビームが作る電場

(或は電気ポテンシャル)がビームチェンバー上の

摂動(小さな空洞)によって乱されることによって

出来る電気ダイポールモーメントもある。磁気モ

ーメントの場合は磁場の時間的変化が電磁誘導

によって起電力を生じ、それがビームに力を及ば

したが、電場の場合は時間的変化は関係ないの

で、電磁場の時間的変動を無視する。そうすると

電場はスカラーポテンシャル )(zφ によって表現

でき、その z-方向の微分が電場の z-方向成分を与

える： 
 

z
zEz ∂

∂
−=

)(φ
.        (4.76) 

 
この zE が作るインピーダンスを計算しよう。そ

の前に式（4.2）と（4.3）、及び（4.4）を合体さ

せて、 zE から直接インピーダンスを計算する式

を作ろう。ビーム電流が 
 

)exp(),( 0 tiItzI ω−=                   (4.77)  

  
の様に時間的に変化をしていると仮定すると、全

ての電磁場もこれに従う。そこで zE も )exp( tiω−
の様に時間的変化をするとして、これを式（4.2)
の中の zE に応用し、式（4.3）と（4.4）を使うと、

縦方向インピーダンスは以下の式で与えられる： 
 

θH
M 



)exp(),(1

)()(

0

0
)(

z
c
irzdzE

I

I
VZ

z

eL

∫
∞

∞−
−−=

−=

ω

ωω
. (4.78) 

 
式（4.76）を上の式に入れて、偏積分を行うと 
 

( )

( )∞

∞

∞−

∞

∞

∞−

−≈
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φφωωω
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0
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c
idz

cI
iZ eL

. 

(4.79) 
 
ここでスカラーポテンシャル )(zφ は原点近傍

（z=0）に局所的に存在し、考えている波長がギャ

ッ プ の 距 離 よ り ず っ と 長 い と 仮 定 し 、

1)/exp( ≈− cziω の近似を行った。スカラーポテ

ンシャル )(zφ は径方向の位置によるが、積分は

r=b のパイプの半径上で行うとしよう。そうする

と積分の寄与は空洞の近傍だけとなる。 
さて、ビームが作る電場は径方向を向いている

が、空洞近傍では電場はどうなるか。図１７はそ

の様子を示している(図１９の穴の場合も参照し

て下さい)。 

 
Fig. 17 空洞に誘起される電気ダイポールモーメ

ント。 
 
この電場の様子は場所 z=0、r=b のところに２つ

の電気モーメントが径方向を逆に向いて存在し

ているのと同等である。するとスカラーポテンシ

ャル )(zφ は 
 

22
02

1)(
zx

pxz
+

+= ∞ πε
φφ       (4.80) 

 
で与えられる。ここで 
 

brx −=         (4.81) 
 
であり、p は空洞の周方向単位長さあたりの電気

ダイポールである。この電気ダイポールを求める

ことは簡単ではないので、ここでは求めない。以

後は分かっているとして話を進める。式（4.80）
を式（4.79）に挿入して積分を実行すると、x<0
の領域で 
 

00
)( 2

)(
ε

ωω p
cI

iZ eL −=        (4.82) 

 
となる。ここで電気ダイポールモーメント p を電

気分極率 eα を使って表現しよう： 

 
re Ep 0εα=         (4.83) 

 
ここで rE は r=b での径方向電場であり、 
 

b
cI

Er
0

0

2
/

πε
=         (4.84) 

 
で与えられる。電気分極率 eα は磁気分極率 mα の

類推から面積の次元を持っていると思われる。式

（4.83）と式（4.84）をインピーダンスの式（4.82）
に入れると最終的に以下の式に到達する： 
 

bc
Z

iZ e
eL π

α
ωω

4
)( 0

)( −= .       (4.85) 

 
この電気ダイポールは空洞の入り口から外では

径方向の正の方向を向いており空洞の入り口か

ら内では負の方向を向いている（つまり 0<eα ）。

従ってこの電気ダイポールの効果は磁場とは逆

に負のインダクタンスを作る。実は、以前小さな

-p 

p 

Er 



空洞の作るインピーダンスを導いた時、この電気

ダイポールの寄与は考えていなかった。因みに

g<h の時の電気分極率 eα は 

 

π
α

2g
e −=         (4.86) 

 
で与えられる。電気ダイポールの寄与は磁気ダイ

ポールの寄与よりファクター gh /2π だけ小さい。 

4.7.2. 穴やスロットのインピーダンス 

さて、ビームチェンバー上に小さな空洞などの摂

動がある時、それらが作る磁気ダイポールモーメ

ントや電気ダイポールモーメントを計算するこ

とでインピーダンスを計算できることが分かっ

た。チェンバー上に穴やスロットがある場合も同

様にそれらが作る電気磁気ダイポールモーメン

トを計算すればインピーダンスを計算できる。 
ビームチェンバー上に一つの穴、或はスロット

があると仮定しよう。小さな空洞のインピーダン

スの計算ではダイポールモーメントはチェンバ

ーの周上に一様に存在したが、今回はチェンバー

の周上に一つしかないので、そのインピーダンス

への効果は bπ2 だけ小さくなる。一般に穴やスロ

ットが作る縦方向インピーダンスは以下の式で

与えられる[13]： 
 

( )
220 4

)(
bc

iZZ em
L π

ααωω
+

−= .      (4.87) 

 
ここで mα と eα は穴やスロットの磁気分極率と

電気分極率である。穴が作る磁気、電気ダイポー

ルモーメントの様子を図１８，１９に示した。 
 

 
 

Fig. 18 穴による磁気ダイポールモーメント。 

 
 

Fig. 19 穴による電気ダイポールモーメント。 
 

以下に幾つかのケースについて磁気分極率と

電気分極率の例を示す：  
 
1. 半径 a の丸い穴 
 

3

3

3
2

,
3
4

a

a

e

m

−=

=

α

α
.                     (4.88) 

 
2. ビームの進行方向に長い幅ｗ、長さ lの長方

形スロット（ 1/ ≤= lwx ） 
 

( )
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22
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16
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16
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e
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−+=

πα
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.  (4.89) 

 
3. ビームの進行方向に長い幅ｗ、長さ lのレー

ストラック形スロット（ 1/ ≤= lwx ） 
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16
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16
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e
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.  (4.90) 

4. ビームの進行方向と直角方向に長い幅ｗ、長

さ lの長方形スロット（ 1/1.0 ≤=≤ lwx ） 
 

3

)/66.01ln(
132.0 l

xm +
=α .      (4.91) 
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5. ビームの進行方向と直角方向に長い幅ｗ、長

さ l の レ ー ス ト ラ ッ ク 形 ス ロ ッ ト

（ 1/1.0 ≤=≤ lwx ） 
 

3

)/12.21ln(
)1(052.0187.0 l

x
xx

m +
−+

=α .     (4.92) 

 
ビームの進行方向と直角方向に長いスロットの

場合、電気分極率は磁気分極率に比べて十分無視

できるくらい小さい。 
 

5. ロスファクター 

最後にロスファクターについて触れておこう。ロ

スファクターには縦方向と横方向があり、それぞ

れの方向でビームが自分が作ったウェイク場か

ら受けるキックの大きさを表す。ウェイク場の大

きさを評価する時に便利な量である。 

5.1. 縦方向のロスファクター 

ビームがインピーダンスを持つ構造体を通過す

るとき、幾ばくかのエネルギーを損失する。損失

の量はビームの進行方向の形状に依存する。ビー

ムの総電荷を q としたとき、構造体を一回通過し

た時のエネルギー損失は以下の式で与えられる： 
 

LkqE 2−=Δ .              (5.1) 
 
ここで量 Lk はロスファクターと呼ばれ、 
 

)()()( 0 ctWtdtdk LL βτρττρ −= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

     (5.2) 

  
で定義される。これは進行方向に線密度 )(τρ を持

ったビームがウェイクポテンシャルを作った時、

そのウェイクポテンシャルをビーム自身が感じ

てビームがエネルギーを損失する割合を示して

いる(図２０参照)。線密度 )(τρ のフーリエ変換

)(ˆ ωρ を使うと、ロスファクターはインピーダン

スを使っても表現できる： 
 

2

),(ˆ)(Re
2
1)( ∫

∞

∞−

= σωρωω
π

σ LL Zdk .     (5.3) 

 
ここで、σ は時間で測ったバンチ長である（バン

チ長が sσ の時、 cs βσσ /= ）。 

ビームの進行方向線密度がガウシアン分布を

している場合、ロスファクターは 
 

∫
∞

∞−

−= )exp()(Re
2
1)( 22σωωω
π

σ LL Zdk   (5.4) 

 
で与えられる。ロスファクターはプログラム

ABCI などを使って任意の軸対象構造体の場合に

計算できる。一旦ワンパスのロスファクターが計

算できれば、リングの様に、同じ構造体を周回の

度に通過する場合の単位時間あたりのエネルギ

ー損失、つまりパワー損失を以下の式で計算でき

る： 
 

Lbploss kINP ⋅⋅⋅×= −19106.1  .           (5.5) 

 
ここで pN は一バンチ中の粒子の数であり、 bI は

総ビーム電流（多バンチの場合はバンチ電流の総

和）である。 
 
 

 
 
Fig. 20 線密度 )(τρ を持ったビームが作るウェ

イクポテンシャル。 
 
式(4.16)で表される加速空洞のインピーダンスに

よるロスファクターの近似公式[14]を表２にまと

めた。 
 

ctβ

)()( 0 ctWtdt L βτρ −∫
∞

∞−

)(τρ



Table 2 加速空洞のインピーダンスによる縦方

向ロスファクターの近似公式。 
 
場合 ≈Lk  

Q が大きい（>10） )exp(
2

22σωω
−

Q
RLR  

短 い バ ン チ

（ 1<<σωR ） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

QQ
R RLR σω

π
ω 21

2
 

Q が小さく長いバン

チ 3224 σωπ R

L

Q
R

 

 
チェンバーの半径よりも小さい開口部を持っ

た加速空洞のような構造物を、やはりチェンバー

の半径よりも短いバンチが通った場合のロスフ

ァクターは、構造体の精確な形状によらず、開口

部のサイズ、チェンバーの半径とバンチ長の三つ

がわかれば、かなりの精度で計算することができ

る[15]。これは構造体への一回の通過ではバンチ

は構造体の形状の詳細を見る時間がなく、ウェイ

ク場は主にバンチと構造体の開口部との間の相

互作用で生じるからである。この場合のロスファ

クターの計算公式は参考文献[15]に与えられてい

る。 

5.2. 横方向のロスファクターまたはキックファ

クター 

横方向のロスファクターはキックファクターと

も呼ばれ、ビームが自分が作ったウェイク場から

受ける横方向キックの大きさを表し、ビームのコ

ヒーレントなベータトロン周波数を決定する。キ

ックファクターは以下の式で定義される： 
 

)()()( 1 ctWtdtdk TT βτρττρ −= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

.      (5.6) 

 
式(4.10)の逆フーリエ変換を使ってウェイクポテ

ンシャルをインピーダンスに置き換えると、キッ

クファクターをインピーダンスからも計算でき

るようになる： 
 

2

2

),(ˆ)(Im
2
1

),(ˆ)(
2
1)(

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

=

=

σωρωω
π

σωρωω
π

σ

T

TT

Zd

Zd
i

k
 .    (5.7) 

 
ビームの進行方向線密度がガウシアン分布をし

ている場合、キックファクターは 
 

∫
∞

∞−

−= )exp()(Im
2
1)( 22σωωω
π

σ TT Zdk   (5.8) 

 
で与えられる。 キックファクター Tk によるビー

ムのコヒーレントなベータトロン周波数のずれ

は以下の公式から計算できる： 
 

eE
kN TTp

/4
106.1

0

19

π
β

ν β

⋅⋅⋅×
≈Δ

−

.          (5.9) 

 
ここで Tβ はビームにキックを与える構造体での

ベータ関数で、 0E はビームのエネルギーである。 

図１１の横方向インピーダンスの概念図から

見て取れるように、横方向インピーダンスの虚部

は低い周波数で負であることが多いので、キック

ファクターは通常負になる。結果として、ビーム

のコヒーレントなベータトロン周波数はインコ

ヒーレントなベータトロン周波数よりも通常低

くなる。 
 縦方向同様、式(4.17)で表される加速空洞のイ

ンピーダンスによるキックファクターの近似公

式[14]を表３にまとめた。 
 
Table 3 加速空洞のインピーダンスによる横方

向キックファクターの近似公式。 
 
場合 ≈Tk  

短 い バ ン チ

（ 1<<σωR ） π
σωω RTR

Q
R

 

長 い バ ン チ

（ 1>>σωR ） σπ2
1

Q
RT  
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